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ГОЛОГРАФІЧНО-АСИМПТОТИЧНА МОДЕЛЬ  
ТРАНСФОРМАЦІЇ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО ПОЛЯ  
В ПОЛЯРИЗАЦІЙНО-ГОЛОГРАФІЧНІЙ АНТЕНІ 

 
Метою статті є викладення результатів математичної формалізації голографічно-асимптотичної 

моделі трансформації електромагнітного поля у поляризаційно-голографічній антені на основі асимптотичного 
методу розкладання функцій, що описує неоднорідності в радіопрозорих шарах з урахуванням електродинамічної 
моделі, побудованої на принципах голографії, та показати, що збуджене електромагнітне поле можна подати 
через первинне поле за конструктивними параметрами неоднорідного шару. 

Методи дослідження. Під час написання статті застосовано методи системного аналізу процесів 
поширення електромагнітних хвиль у неоднорідних шарах та синтезу математичної моделі перетворення 
електромагнітного поля в імпедансному тілі. Зазначений методологічний підхід дав змогу отримати вирази, що 
формалізують голографічно-асимптотичну модель трансформації електромагнітного поля в транспаранті 
поляризаційно-голографічної антени. 

Отримані результати. Показано сутність відомого асимптотичного методу розкладання функцій, що 
описує неоднорідності в радіопрозорих шарах для опису трансформації електромагнітного поля в 
поляризаційно-голографічних антенах. Наведено фізичну модель неоднорідного шару та введено криволінійні 
координати. Подано асимптотичні ряди, що є основними при розгляді варіанта однократно відбитих 
електромагнітних хвиль від поверхні поблизу точки спостереження. Формалізовано перший, другий і третій 
елемент асимптотичного розв’язання двовимірної задачі для електромагнітної хвилі, що пройшла через 
неоднорідний шар. Наведено голографічно-асимтотичну модель трансформації електромагнітного поля для 
головного асимптотичного наближення (геометричної оптики) через первинне електромагнітне поле і 
геометричні параметри неоднорідного шару. 

Елементи наукової новизни. Розроблена модель пов’язує, в наближенні геометричної оптики, падаючу 
електромагнітну хвилю з електромагнітною хвилею, що пройшла, з урахуванням властивостей неоднорідного 
шару з урахуванням кривизни поверхні та нееквідістантності шару. 

Теоретична й практична значущість викладеного у статті. Отримала подальший розвиток теорія 
конструктивного синтезу поляризаційно-голографічних антен, що описувала процеси поширення 
електромагнітних хвиль у планарних шарах, для побудови таких антен на криволінійних поверхнях. Розроблена 
модель може бути використана під час конструктивного синтезу антен для засобів радіозв’язку та систем 
управління, зокрема, безпілотними літальними апаратами та безпроводовими сенсорними мережами. 

Ключові слова: поляризаційно-голографічна антена, система управління, безпілотний літальний апарат, 
безпроводова сенсорна мережа, асимтотичне розкладання, голографія, модель, неоднорідний шар, 
трансформація, електромагнітне поле, геометрична оптика. 

Вступ 
Постановка проблеми. Розвиток галузі 

електроніки, електронних комунікацій, 
приладобудування та радіотехніки потребує розвитку 
інформаційно-комунікаційних систем завдяки 
покращенню технічних характеристик систем 
управління та передачі даних. У системах управління, 
зокрема радіозв’язку, безпілотними літальними 

апаратами, безпроводовими сенсорними мережами, 
використовуються антенні системи, що забезпечують 
передачу та прийом інформації. Під час поширення 
електромагнітних хвиль (далі – ЕМХ) уздовж земної 
поверхні, напрямок орiєнтацiї вектора електричної 
складової ЕМХ може змiнюватися та виникає ефект 
змінюваності поляризації сигналів, що призводить до 



Марченко А. О., Сидоркін П. Г., Слюсар П. П. 
 

 

ISSN 2311-7249 (Print)    ISSN 2410-7336 (Online)  MIT_SSD № 3(54)/2025 
151 

втрат потужності сигналів внаслідок рефракції [1; 2]. 
Такий ефект може бути усунений завдяки адаптації за 
поляризацією антенних систем, побудованих на основі 
решітчастих структур, що перетворюють сигнали з 
будь-якою поляризацією у колову [3]. Такими 
антенними решітками є поляризаційно-голографічні 
антени (далі – ПГА), задачу дифракції ЕМХ у яких 
пропонується розв’язувати методами інтегральних 
рівнянь (далі – ІР), що дають змогу визначати 
параметри антен через трансформацію первинного 
електромагнітного поля (далі – ЕМП) у вторинне ЕМП 
на основі принципів голографії [4]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Iснуючi 
пiдходи до математичної формалiзацiї процесу синтезу 
антен, що являють собою замкнутi напiвпрозорi 
поверхнi розглянуто у наукових працях [5; 6]. Методи 
синтезу спрямованих властивостей вiдбивальних 
антенних решiток, що враховують взаємногозв’язок 
мiж опромiнювачами довiльного типу розглянуто у 
роботах [7–9]. У публiкацiях [10–12] наведено 
математичнi моделi електродинамiчних структур для 
пласких антених решіток рiзної форми. У монографії 
[13] розглянуто електродинамічну теорію розсіювання 
ЕМХ для дослідження характеристик радіолокаційних 
обєктів. Наведено методи визначення вторинного 
випромінювання радіолокаційними об’єктами. 
Описано кругові діаграми вторинного зворотного 
розсіювання ЕМХ, закони розподілення амплітудних 
множників розсіювання для різних параметрів 
опромінювального сигналу. Методи наведені у роботі 
можуть бути використані для моделювання 
трансформації ЕМП у транспарантах ПГА. 

Варто звернути окрему увагу на наукову статтю 
[14], де зазначено, що ПГА може бути розглянута як 
неоднорiдне напiвпрозоре тіло та наведено його 
фізичну модель. Математично формалізовано 
електродинамічну модель напівпрозорого тіла на 
основі інтегрального рівняння Фредгольма першого 
роду, як постановка і розв’язання зворотної 
електродинамічної задачі, що зв’язує первинне 
електромагнітне поле, поверхневий струм та 
поверхневий імпеданс. Показано, що імпеданс є 
голографічним ядром інтегрального рівняння, яке дає 
змогу синтезувати імпедансну поверхню для хвиль 
колової поляризації. Але зазначений підхід до 
формалізації процесу трансформації 
електромагнітного поля пропонується 
використовувати для пласких відбивачів антенних 
систем (транспарантів). 

Разом із тим, проблематика конструктивного 
синтезу адаптивних за поляризацією антен на 
криволінійних поверхнях, побудованих на основі 

поляризаційно-голографічних антен, у доступних 
джерелах не висвітлювалась. 

Метою статті є викладення результатів 
математичної формалізації голографічно-
асимптотичної моделі трансформації 
електромагнітного поля у поляризаційно-
голографічній антені на основі асимптотичного методу 
розкладання функцій, що описує неоднорідності в 
радіопрозорих шарах з урахуванням 
електродинамічної моделі, побудованої на принципах 
голографії, та показати, що збуджене електромагнітне 
поле можна подати через первинне поле за 
конструктивними параметрами неоднорідного шару. 

Виклад основного матеріалу  
дослідження 

Розглянемо транспарант ПГА як імпедансне тіло 
(рис. 1). Повне ЕМП, що розсіяне тілом D, обмеженим 
поверхнею S. За межами поверхні S існує джерело 
первинного ЕМП,൛𝐸ሬ⃗ ଴, 𝐻ሬሬ⃗ ଴ൟ, що падає на тіло D. Область 
Dе, зовнішня відносно до тіла D, електрична (0) та 
магнітна (0) проникності якої постійні.  
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Рисунок 1 – Фізична модель імпедансного тіла D 
 

Електричний вектор Герца в точці М для довжини 
електромагнітної хвилі λ можна подати рівнянням 
вигляду [14]:.

൝
∫ ൛𝑖𝜔𝜇𝐽ௗ

௘(𝑀଴)𝛷(𝑀଴, 𝑀)ൟ 
ௌ

𝑑𝑆 + 𝛥Пሬሬ⃗ ଵ = Пሬሬ⃗ ఀଵ(М)

 ∫ ቄ𝑍ଵ(𝑀଴, 𝑀) ቂ𝑔𝑟𝑎𝑑ெ𝛷(𝑀଴, 𝑀), ൣ𝑛ሬ⃗ , 𝐽஽
௘ (𝑀଴)൧ቃቅ

ௌ
 𝑑𝑆 + 𝛥Пሬሬ⃗ ଴ = Пሬሬ⃗ ఀ଴(М).

                 (1)

 
Розглянемо повне ЕМП, що утворюється тілом D: 
 

∮ ቄ𝑍଴(𝑀଴, 𝑀) ቂ𝑔𝑟𝑎𝑑ெ𝛷(𝑀଴, 𝑀), ൣ𝑛ሬ⃗ , 𝐽ௗ
௘(𝑀଴)൧ቃቅ 

ௌ೘
𝑑𝑆 = Пሬሬ⃗ ఀ.     

(2) 
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Подамо ІР (2) операторним рівнянням [14] вигляду: 
 

𝑍J⃗ = ∫ ቄ𝑍଴(𝑀଴, 𝑀) ቂ𝑔𝑟𝑎𝑑ெ𝛷(𝑀଴, 𝑀), ൣ𝑛ሬ⃗ , 𝐽ௗ
௘(𝑀଴)൧ቃቅ

ௌ
𝑑𝑆 = 𝐵ሬ⃗ ,                                     

(3) 
 

де J⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑ெ𝛷(𝑀଴, 𝑀), ൣ𝑛ሬ⃗ , 𝐽ௗ
௘(𝑀଴)൧ – вектор 

поверхневих струмів, які збуджуються імпедансним 
тілом D; 

𝐵ሬ⃗ = Пሬሬ⃗ ఀ = Пሬሬ⃗ ఀ଴(М) − 𝛥Пሬሬ⃗ ଴ – вектор напруженості 
вторинного ЕМП у точці спостереження М; 

Z – поверхневий імпеданс тіла D. 
У рівняннях (1–3) поверхневий імпеданс Z є ядром 

ІР, який є нормованим та ермітовим і з фізичного 
погляду характеризує реальні властивості тіла D 
(зокрема й імпедансні) [14].  

У виразі (3) напруженість ЕМП 𝐵ሬ⃗  пов’язана з 
поверхневими струмами 𝐽ௗ

௘(𝑀଴) у тілі D через його 
поверхневий імпеданс Z, який є комплексною 
величиною [14]: 

 

𝑍 = |𝑍|𝑒௝ψ,                               (4) 
 

де ψ = argZ. 
Оскільки поверхневі струми в тілі D створюються 

джерелом первинного ЕМП, то для визначення функції 
трансформації, що пов’язана з поверхневим 
імпедансом, вихідним слід розглядати саме первинне 
ЕМП. Тому операторне рівняння (3) з урахуванням 
виразу (4) буде мати вигляд: 

Аሬሬ⃗ 𝑒௝ψ  = 𝐵ሬ⃗ ,                               (5) 
 

де 𝐴 = 𝐽|𝑍| – напруженість первинного ЕМП;            (6) 
𝑒௝ψ – враховує фазовий зсув, який отримує первинне 

ЕМП у імпедансному тілі D. 
Для розв’язання операторного рівняння (5) 

потрібно зв’язати вторинне та первинне 
електромагнітні поля використовуючи геометричні 
(конструктивні) параметри імпедансного тіла, що 
відповідають функції трансформації первинного поля 
у транспаранті ПГА. 

У загальному вигляді за виразами (1 – 3) визначити 
вторинне (збуджене) ЕМП 𝐵ሬ⃗  через первинне Аሬሬ⃗ , що 
мають складові ൛𝐸ሬ⃗ ஻ ,  𝐻ሬሬ⃗ ஻ൟ і ൛𝐸ሬ⃗஺, 𝐻ሬሬ⃗ ஺ൟ відповідно, є 
складною електродинамічною задачею. Разом із тим, 
для розв’язання такої задачі доцільно використовувати 
асимптотичний метод розкладання функцій [15], що 
дає змогу в неоднорідному радіопрозорому шарі 
визначити збуджене ЕМП через первинне ЕМП.  

Відповідно до асимптотичного методу розглянемо 
тіло D як неоднорідний шар, розміщений у просторі Dе, 
з електричною ε0 = 1 і магнітною μ0 = 1 
проникностями. Цей шар обмежений поверхнями 𝑆஽భ

 і 
𝑆஽మ

 (що є нескінченними або замкнутими) і 
характеризується комплексними електричною та 
магнітною проникностями 𝜀̇=ε൫ 𝑥→൯, μ̇=μ൫ 𝑥→൯ (рис. 2).

 
Рисунок 2 – Фізична модель неоднорідного шару D 

 
Поверхня 𝑆஽భ

 відокремлює шар D від області 𝐷௘భ
, 

де розташовані джерела випромінювання ЕМП з 
періодичною залежністю від часу 𝑒ି௝ఠ௧ . Поверхня 𝑆஽మ

 
відокремлює шар D від області 𝐷௘మ

. 

Для визначення збудженого ЕМП 𝐸ሬ⃗ (𝑥⃗), 𝐻ሬሬ⃗ (𝑥⃗) у 
кожній області 𝐷௘భ

, 𝐷௘మ
, D через первинне Аሬሬ⃗  введемо у 

шарі D криволінійні координати (σ1, σ2, n1), де (σ1, σ2) – 
довільні координати на поверхні 𝑆஽భ

, а |n1| – відстань 
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від поверхні 𝑆஽భ
, що відлічується по нормалі до неї так, 

що в шарі D 𝑛ଵ> 0 (рис. 3).  
У криволінійних координатах рівняння поверхні 

𝑆஽మ
 можна записати так:  
 

ℎ = δℎ(σଵ, σଶ) = δℎ൫ 𝑥→଴൯,                  (7) 
 

де 𝑥→଴ = 𝑥→଴ (σଵ, σଶ) – векторне рівняння поверхні 𝑆஽భ
; 

h – гладка функція, 0 < h0 < δ h(σ1, σ2) ≤ 1; 
δ – максимальна відстань від 𝑆஽భ

 до 𝑆஽మ
 по нормалі 

до 𝑆஽భ
. 

Також введемо параметр, що характеризує 
кривизну поверхні 𝑆஽భ

: 
 

𝜒଴ =
ଵ

ோబ
,                                (8) 

 

де R0 – характерний лінійний розмір, пов’язаний із 
геометрією поверхні 𝑆஽భ

 і хвильового фронту ЕМХ, що 
падає та змінами властивостей середовища D в 
дотичних до 𝑆஽భ

 напрямках 𝑥→ (σଵ
଴, σଶ

଴, 𝑛ଵ).  
Крім того, для областей 𝐷௘భ

, 𝐷௘మ
 позначимо 

хвильове число 𝑘଴, а для області D – 𝑘ଵ = 𝑘଴ඥεμ. 

Оскільки вектор 𝐻
→

 має вигляд, аналогічний вектору 
Еሬሬ⃗ , то далі розглядаються тільки вектори Еሬሬ⃗  – складові 
первинного та вторинного ЕМП. 

Припустимо, що падаюча ЕМХ на шар D та 
дифрагована у ньому ЕМХ мають променеву 
структуру, тоді променеве асимптотичне подання 
первинного ЕМП при 𝑘଴ → +∞ буде мати такий 
загальний вигляд: 

 

𝐸ሬ⃗ ஺బ
(𝑥⃗, 𝑘଴) ≈ 𝑒௝௞బФ(௫⃗) ⋅ ℇሬሬ⃗ ஺బ

(𝑥⃗, 𝑘଴),              (9) 
 

де ℇሬሬ⃗ ஺బ
൫ 𝑥→ , 𝑘଴൯ – амплітуда первинного ЕМП;  (10) 

Ф(𝑥⃗)– фаза первинного ЕМП; 
𝑘଴ = 2π/λ – хвилеве число в 𝐷௘భ

 і 𝐷௘మ
; 

 Ф(𝑥⃗) та ℇሬሬ⃗ ஺బ
(𝑥⃗, 𝑘଴) – достатньо гладкі, двічі 

безперервно диференційовані функції. 
Водночас  Ф(𝑥⃗) задовольняє рівнянню Ейконалі 

ቚ𝛻
→

Ф(𝑥⃗)ቚ = 1 і одиничний вектор 𝑙଴ = 𝛻
→

Ф(𝑥⃗) 

(нормальний орт фронту падаючої ЕМХ) у всіх точках 
𝑥→ ∈ 𝑆஽భ

 створює з ортом нормалі 𝑁ሬሬ⃗  гострі кути. 
Поле в області 𝐷௘భ

 визначається за виразом 
первинного ЕМП: 

 

𝐸ሬ⃗ Аబ

І ≈ ∑ 𝑒௝௞బః೘(௫⃗) ⋅ ℇሬሬ⃗ І, ௠(𝑥⃗, 𝑘଴)ெ
௠ୀଵ ,      (11) 

 

де ℇሬሬ⃗ І, ௠(𝑥⃗, 𝑘଴) = ∑ 𝜀௣
І, ௠(𝑥⃗)∞

௣ୀ଴ ቀ
ఞబ

௞బ
ቁ

௣

 (12) 
 

 Ψ௠(𝑥⃗) – фаза вторинного ЕМП. 
Позначимо 𝑥⃗଴ – довільну точку в області 𝐷௘భ

 з 

криволінійними координатами (σଵ
଴, σଶ

଴), а поле 𝐸ሬ⃗ Аబ

І  має 
однакову променеву структуру (11) і (12) з однаковим 
набором фазових функцій ψ1, ψ2,…, ψМ у всіх точках 
області 𝐷௘భ

, що розміщені поблизу 𝑥⃗଴. 
При 𝑥⃗ → 𝑥⃗଴ всі точки 𝑥௠ → 𝑥⃗଴, m = 1,..., М, де 

𝑥ଵ,…, 𝑥⃗ெ – останні (на шляху до точки 𝑥⃗) вершини 
відбитих променів (рис. 2), а границі фазових функцій 
обмежені: 

lim
௫→→௫బ

ሱሮ
ψ

ଵ
(𝑥⃗) = ψ(𝑥⃗଴),

lim
௫→→௫బ

ሱሮ
ψ

௠ାଵ
(𝑥⃗) = ψ

௠
(𝑥⃗଴); 𝑚 = 1,…, 𝑀 − 1.

 

Тому граничне значення вектора 𝐸ሬ⃗ Аబ

І  у точці 𝑥⃗଴ має 
вигляд: 

 

𝐸ሬ⃗ І(𝑥⃗଴, 𝑘଴) ≈ ൫ℇሬሬ⃗ Аబ
+ ℇሬሬ⃗ ୍,ଵ൯𝑒௝௞బФ + 

+ℇሬሬ⃗ ୍,ଶ𝑒௝௞బఅభ + … +  ℇሬሬ⃗ ୍,ெ𝑒௝௞బΨಾ-1.             (13) 
 

Відповідно до променевої будови правої частини 
виразу (13), ЕМП у шарі D у точках (σଵ

଴, σଶ
଴, 𝑛ଵ), 

розміщених по нормалі до 𝑆஽భ
, що проходить через 

𝑥⃗଴ – складається (асимптотично) з М доданків з 
фазами, які при n1 = 0 збігаються з Ф(𝑥⃗଴), ψ

ଵ
(𝑥⃗଴),…, 

ψ
ெିଵ

(𝑥⃗଴). 

Увівши нову координату 𝜈 =
௡

δℎ(σభ,σమ)
 та прийнявши 

до уваги, що 𝑛 = 𝛿ℎ(σଵ, σଶ) = δℎ(𝑥⃗଴), шар D можна 
описати виразом 0 ≤ ν ≤ 1 (при будь-яких фіксованих 
значеннях σ1, σ2), а поверхні 𝑆஽భ

, 𝑆஽మ
 визначаються 

виразами ν = 0, ν = 1 відповідно. 
Позначимо через 𝑥⃗෠ точку на 𝑆஽మ

 з координатами 

σଵ = σଵ
଴, σଶ = σଶ

଴, 𝑛ො = 0, при цьому х⃗෠ і х⃗଴ розташовані 
на одній нормалі до 𝑆஽భ

, і передбачимо, що ЕМХ з 
фазами Ф, ψ

ଵ
,…, ψ

ெିଵ
 проходять через всі точки 

області 𝐷௘మ
, що розміщені поблизу точки х⃗෠.  

Електромагнітне поле у шарі D поблизу точки х⃗෠ 
подамо асимптотичним розкладанням: 

 

𝐸ሬ⃗஺൫𝑥̑⃗, 𝑘଴൯ ≡ 𝐸ሬ⃗ Вబ
(𝑥⃗, 𝑘଴) ≈ ℇሬሬ⃗ ஻బ

(𝑥⃗, 𝑘଴) ≈ 

≈ ℇሬሬ⃗ ஻బ
(σ, 𝑛ො, 𝑘଴)𝑒௝௞బః(σ,௡ො) + 

+ ∑ 𝜀஻బ,௠
ெିଵ
௠ୀଵ (σ, 𝑛ො, 𝑘଴)𝑒௝௞బψ೘

(σ,௡ො),           (14) 
 

де ℇሬሬ⃗ ஻బ
(σ, 𝑛ො, 𝑘଴) ≈ ∑ ℇሬሬ⃗ ஻బ,௣(σ, 𝑛ො) ቀ

ఞబ

௞బ
ቁ

௣
∞
௣ୀ଴  – нульовий 

член розкладання;  (15) 

ℇሬሬ⃗ ஻బ,௠(σ, 𝑛ො, 𝑘଴) ≈ ∑ ℇሬሬ⃗ ஻బ,௣,௠(σ, 𝑛ො) ቀ
ఞబ

௞బ
ቁ

௣
∞
௣ୀ଴ – інші 

члени асимптотичного розкладання; (16) 
 

σ = σ(σ1, σ2) – криволінійні координати. 
Припустимо, що ЕМХ однократно відбиті від 

поверхні 𝑆஽భ
, не стикаються з цією поверхнею 

повторно. За умов М = 1 і ψ = ψ1 первинне ЕМП в 
області 𝐷௘భ

 поблизу 𝑆஽భ
 має такий вигляд: 

 

𝐸
→

஺బ
≈ 𝑒௝௞బψ(௫) ∑ ℇሬሬ⃗ ஺బ,௣,ଵ(σ, 𝑛) ቀ

ఞబ

௞బ
ቁ∞

௣ୀ଴

௣

.     (17) 
 

Електромагнітне поле у шарі D: 
 

𝐸
→

஺ ≈ 𝑒௝௞బФ(σ,0) ∑ ℇሬሬ⃗ ஺,௣(σ, 𝜈)൫χ
଴

𝛿൯
௣∞

௣ୀ଴ .     (18) 
 

Електромагнітне поле в області 𝐷௘మ
 поблизу 𝑆஽మ

: 
 

𝐸
→

஻బ
≈ 𝑒௝௞బФ(σ, ௡) ∑ ℇሬሬ⃗ ஻బ,௣(σ, 𝑛ො) ቀ

ఞబ

௞బ
ቁ

௣
∞
௣ୀ଴ .   (19) 

 

На основі (18), (19) можна визначити відрізки 
розкладань будь-якого порядку. Саме відносно до 
змінної ν ЕМП та коефіцієнти його асимптотики мають 
бути плавними функціями з кінцевими похідними.  

Асимптотичні ряди типу (18), (19) є основними при 
розгляді варіанта однократно відбитих ЕМХ від 𝑆஽మ

 

поблизу точки х⃗෠ଵ. 
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Для визначення першого, другого і третього 
елемента асимптотичного розв’язання двовимірної 
задачі для ЕМХ, що пройшла через шар D на довжині 
хвилі λ, уведемо дугову координату ζ=2πδ/λ=k0δ. 
Відповідно до рис. 2 в 𝐷௘భ

 для ζ ≈ 1 первинне ЕМП над 
поверхнею 𝑆஽భ

 має вигляд: 
 

𝐸෨஺బ
൫ 𝑥→൯ = 𝐸஺బ

(ζ, 𝑛, 𝑘଴)𝑒௝௞బФ(ζ,௡).         (20) 
 

ЕМП в області 𝐷௘భ
, що відбите від поверхні 𝑆஽భ

: 
 

𝐸෨஻భ
(𝑥) = 𝐸஻భ

(ζ, 𝑛, η)𝑒௝௞బФ(ζ,௡).           (21) 
 

ЕМП у шарі D: 
 

𝐸෨஺(𝑥) = 𝐸஺(ζ, ν, ξ)𝑒௝௞బФ(ζ,జ).               (22) 
 

ЕМП в області 𝐷௘మ
 або відбите від поверхні 𝑆஽మ

: 
 

𝐸෨஻బ
(𝑥) = 𝐸஻బ

(ζ, 𝑛ො, η)𝑒௝௞బФ(ζ,జ),           (23) 
 

де ξ = χ
଴
δ;  (24) 

 

η = χ
଴

/𝑘଴ = 1/(𝑅଴𝑘଴). (25) 
 

Амплітуди у виразах (20) – (23) є функціями, які 
можна подати асимптотичними розкладаннями [15]: 

 

𝐸஺బ
≈ ∑ 𝐸஺బ,௟

∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝑛)𝑘଴

ି௟;                   (26) 
 

𝐸஻భ
≈ ∑ 𝐸஻భ,௟

∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝑛)η௟;                     (27) 

 

𝐸஺ = ∑ 𝐸஺,௟
∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝜈)ξ௟;                         (28) 

 

𝐸஻బ
= ∑ 𝐸஻బ,௟

∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝑛ො)η௟.                     (29) 

 

При цьому змінні електрична ε = ε(ζ, n, δ) і магнітна 
μ = μ(ζ, n, δ) проникності мають бути достатньо 
гладкими відповідно до змінної 𝜈෤ = 𝜈ℎ(𝑠).  

Із урахуванням функцій (26) – (29) вирази 
(20) – (23) можна записати так: 

 

𝐸෨஺బ
൫ 𝑥→൯ ≈ 𝑒௝௞బФ(ζ,௡) ∑ 𝐸஺బ,௟

∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝑛)𝑘଴

ି௟;     (30) 
 

𝐸෨஻భ
(𝑥) ≈ 𝑒௝௞బФ(ζ,௡) ∑ 𝐸஻భ,௟

∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝑛)η௟;        (31) 

 

𝐸෨஺(𝑥) ≈ 𝑒௝௞బФ(ζ,జ) ∑ 𝐸஺,௟
∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝜈)ξ௟;            (32) 

 

𝐸෨஻బ
(𝑥) = 𝑒௝௞బФ(ζ,జ) ∑ 𝐸஻బ,௟

∞
௟ୀ଴ (ζ, 𝑛ො)η௟.        (33) 

 

Вираз для головного асимптотичного наближення, 
що дає змогу визначати ЕМП за шаром D в області 𝐷௘మ

 
через первинне ЕМП і геометричні параметри шару 
можна записати так [15]:  

 

𝐸஻బ,଴(ζ, 𝑛) = (𝐸Аబ,଴)௡ୀ଴ ⋅
ୡ୭ୱ γ(ଵିν)ି௝௑ ୱ୧୬ γ(ଵିν)

ୡ୭ୱ γି௝௒ ୱ γ
,     (34) 

де 𝑋 = 𝑝β/γ = ටβ β෠⁄ × sinυ ඥ1 − cosଶ𝜐 εμ⁄⁄ ; 

γଶ = ζଶℎଶ(εμ − cosଶ𝜐); 
𝑝 = ζℎ(ζ) sin 𝜐 (ζ); 
ℎ = ℎ(ζ); 
β෠ = εμ/β; 
𝑌 = 1 2⁄ (Х + 1 Х⁄ ); 
υ – постійний кут, що збігається з кутом ковзання в 

точці спостереження. 

У виразі (34) функція 𝐸஻బ,଴ відповідає наближенню 
геометричної оптики. Другий елемент асимптотичного 
розкладання можна подати виразом [15]: 

 
 

𝐸஻బ,1(ζ,υ) = ∑ 𝑥௝(ζ)଻
௝ୀଵ 𝐸஻బ,1௝(ζ,ν).        (35) 

 

де 𝐸஻బ,1௝(ζ, υ) – складові, що вносяться кривизною 
поверхні SD1 – (x1, 𝐸஻బ,11), нееквідістантністю шару – 

(x2, 𝐸஻బ,12), похідними нормального орта 𝑙଴

→
 падаючої 

хвилі в дотичному до SD1 напрямку – (x3, 𝐸஻బ,13) і в 
напрямку нормалі – (x4, 𝐸஻బ,14), градієнтом головного 
члена асимптотики амплітуди первинного ЕМП – 
(x5, 𝐸஻బ,15 і x6, 𝐸஻బ,16) і другим елементом асимптотики 
цієї амплітуди (x7, 𝐸஻బ,17). 

Отже, вираз (34) за своїми властивостями 
відповідає операторному рівнянню (5) і формалізує 
голографічно-асимптотичну модель трансформації 
ЕМП в ПГА, що пов’язує, в наближенні геометричної 
оптики, падаючу ЕМХ з електромагнітною хвилею, що 
пройшла, з урахуванням параметрів неоднорідного 
шару, поверхня якого може бути криволінійною. 
Кривизна транспаранту антени може бути врахована 
завдяки використанню другого елемента 
асимптотичного розкладання (35). 

Висновки й перспективи подальших 
досліджень 

На основі принципів голографії та асимптотичного 
методу розкладання функцій, що описує 
неоднорідності в радіопрозорих шарах, які за своїми 
властивостями відповідають поляризаційно-
голографічній антені, описана голографічно-
асимптотична модель трансформації 
електромагнітного поля в таких антенах. Наведена 
модель пов’язує електромагнітну хвилю, що пройшла 
у транспаранті поляризаційно-голографічної антени з 
електромагнітною хвилею, що падає на поверхню 
такої антени в наближенні геометричної оптики.  

Для визначення падаючої електромагнітної хвилі та 
хвилі, що пройшла через транспарант антени 
використано асимптотичний метод розкладання 
функцій для формалізації голографічно-асимптотичної 
моделі трансформації електромагнітного поля у 
неоднорідному шарі. Зазначена модель дає змогу 
розглядати процес перетворення (трансформації) 
електромагнітної хвилі, що падає на поляризаційно-
голографічну антену з урахуванням конструктивних 
параметрів неоднорідного шару, зокрема тих, що 
враховують його кривизну. Наведена голографічно-
асимптотична модель дає змогу описати процес 
поширення електромагнітних хвиль у поляризаційно-
голографічних антенах, які можуть бути 
конструктивно синтезовані на криволінійних 
поверхнях літаків і безпілотних літальних апаратів. 
Також такі антені доцільно використовувати у засобах 
радіозв’язку та базових станціях безпроводових 
сенсорних мереж військового призначення. 

Подальшими дослідженнями слід вважати опис 
процесу поширення електромагнітних хвиль, з 
урахуванням їх багатократного відбиття у планарному 
імпедансному тілі. 
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Formulation of the problem in general. The purpose of this article is to present the results of mathematical 

formalisation of the holographic asymptotic model of electromagnetic field transformation in a polarisation-holographic 
antenna based on the asymptotic method of function decomposition, which describes inhomogeneities in radio-
transparent layers, taking into account the electrodynamic model built on the principles of holography, and to show that 
the excited electromagnetic field can be represented by the primary field according to the design parameters of the 
inhomogeneous layer..  

Research methods. In writing this article, methods of systematic analysis of electromagnetic wave propagation 
processes in heterogeneous layers and synthesis of a mathematical model of electromagnetic field transformation in an 
impedance body were applied. This methodological approach made it possible to obtain expressions that formalise the 
holographic-asymptotic model of electromagnetic field transformation in the transparency of a polarisation-holographic 
antenna. 

Literature review. An analysis of scientific sources on the constructive synthesis of antennas shows that 
formalising the process of electromagnetic field transformation through heterogeneous layers is proposed using integral 
equations for flat surfaces. However, this approach does not allow describing the process of electromagnetic field 
transformation in impedance bodies of various shapes. 

Research results. The essence of the well-known asymptotic method of function decomposition, which describes 
inhomogeneities in radio-transparent layers for describing the transformation of the electromagnetic field in 
polarisation-holographic antennas, is shown. A physical model of an inhomogeneous layer is presented and curvilinear 
coordinates are introduced. Asymptotic series are presented, which are fundamental when considering the case of single-
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reflected electromagnetic waves from a surface near the observation point. The first, second, and third elements of the 
asymptotic solution of a two-dimensional problem for an electromagnetic wave passing through a heterogeneous layer 
are formalised. A holographic-asymptotic model of electromagnetic field transformation for the main asymptotic 
approximation (geometric optics) is presented, utilising the primary electromagnetic field and geometric parameters of 
a heterogeneous layer. 

Research novelty. The developed model, based on the approximation of geometric optics, links the incident 
electromagnetic wave to the transmitted electromagnetic wave, taking into account the properties of the inhomogeneous 
layer, including the surface curvature and non-uniform layer thickness. 

Theoretical and practical significance of the article. The theory of constructive synthesis of polarisation-
holographic antennas, which described the processes of electromagnetic wave propagation in planar layers, was further 
developed for the construction of such antennas on curved surfaces. The developed model can be utilised in the 
constructive synthesis of antennas for radio communication and control systems, particularly for unmanned aerial 
vehicles and wireless sensor networks. 

Conclusion and future work. Based on the principles of holography and the asymptotic method of function 
decomposition, which describes inhomogeneities in radio-transparent layers that correspond in their properties to a 
polarisation-holographic antenna, a holographic-asymptotic model of electromagnetic field transformation in such 
antennas is described. Further research should focus on describing the propagation of electromagnetic waves, taking 
into account their multiple reflections in a planar impedance body. 

Keywords: polarisation holographic antenna, control system, unmanned aerial vehicle, wireless sensor network, 
asymptotic decomposition, holography, model, inhomogeneous sphere, transformation, electromagnetic field, geometric 
optics. 
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